Colloquium asymptotische ontwikkelingen 1947-1950, 2 : Asymptotische integratie van differentiaalvergelijkingen; het principe van Langer by Corput, J.G. van der & Veen, S.C. van
STICHTING 
MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAA VESTRAAT 49 
AMSTERDAM 
TC 8. 
Colloquium asymptotische ontwikkelingen 1947-1950 12. 
Asymptotische integratie van differentiaalvergelijkingen; 
het principe van Langer. 
Incompl. 
Corput J.G.van der,Veen s.c.van. 
1948 
T V '48 Hoofclstuk III 
!§.YJ!!Ej;o•liische _ipteg;ratie ve'=p. .... differentie:alverge_lijkingen..t. 
§ 1. Voorbereiding en eenvoudige voorbeeldep. 
1, 1 • .J:Jll.e_i?,ing. 
1 C 
'In di t hoofdstuk word en methoden beha.ndeld ter be:pali:ng van 
asym:ptotische ontwikkelingen van oplossingen van differentiaalverge•·· 
lijkingen, die, in tege:nstelli:ng tot de tot nu toe behandelde, geer.•. 
gebruik maken van integre.alvoorstellingen. Zij zijn du.s ook van toB•· 
passing 9p differentiaalvergelijkingen, waa.rvoor voor de oplossingen 
geen i:ntegraalvoorstellingen bekend zijn, zeals bijvoo:rbeeld de ve't'-
gelijking van Mathieu .. D.e differentiaalvergelijking word-'G omgezet in 
een integraalvergelijking van bet type van Volterra, waarna door 
opeenvolgende benaderingen de asymptotische o:ntvrikkeling wordt ver-
kregen. Dit principe is al zeer oud, Liouville heeft bet a.1 toege--
past bij zijn behandeling van Sturm-Iiouville problemen. 
De methode is tenslotte tot -volle ontwikkeling gebracht door 
Langer,, die verschillende gevallen, waarbij de klassieke beha.ndeling 
moeilijkheden vertoonde, met succes heeft opg.elost. 
Bet gebied der toepassingen is velerlei. De. in de quantummechanica 
bekende W-K-B methode blijkt tot .de onderz·oekingen van Langer te 
kunnen worden herleid, waarmede dus een exacte basis voor deze me-
thode is bereikt. In de aerodynamioa treedt bij het onderzoek naar 
de stabiliteit van de laminaire.stroming een differentiaalvergelij-
king van de vierde orde op, waarin het getal van Reynolds als para-
meter optreed-t. 
Hoewel Langer zijn onderzbek beperkt tot differentiaalvergelij~ 
kingen van de tweede orde is het mogelijk zj_jn resulte:t:en uit te 
breiden tot deze differentia.alvergelijking. 
A1lereerst behandelen wij enlrnle eenvoudige voorbeelden, die bet 
principe toelichten, da.arna zullen wij het verschijnsel van Stok(.=q3 
behandelen. 
Na.dat hiermede de grondslag is gelegd, behandelen wij ~-e e.rtikela 
van Langer, die tenslotte gevolgd zullen, "Norden door de twee boven-
ge:noemde toepassingen. 
1, 2 ~ .{\.s~~o_:ti~che.., ontwikkeling ~ 9-e, P:.,Ol~!!Q~~. v94_◄LeS~P?-r2,. 
differentiaalv~rgelijki~g voor d.e polynomen .van Legendre 
= :E\:'.l. { C,Q-j t$l ) , is: 
f I ... X ') r.-l :Ji, - 2 )( &, P .. + ,,,,,,._ ·H) B -:::. () ~ X) Tx ~ 
of, na. overgang ·• op de boek G 
42 P~ +· . _ :1.•.•t! & P.1\.·J_.·~·l.·~ +1) P~. ~:o 
a 0(' wt-\7 d0 ' ·•··.. . '.'" . 
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:r; c1,1.oseing (8) voldoet dus GE'.r: 
( l~. 
(15, 
~,f te leiden: 
! (: 
' r- : ,., ' n 
'-· · .Q 1'1'1'\ + I ! 1., I _, ·--
en ve:r.der 
I'"' I 
f i--2 I'/>'\, { 0) ::: 0 ( 17) p1 . ; ,'\YI., _'., $"'.·--·····.2<Wl+f l ~ ~l\ t I { 0) :: l - /) . -;;::;_;-:··:: ::-. ,-. -2 ;:-·· 
Daar voor tJ,,,_ 1,. n do integrao.l en haar vfgsleide beide nul zijn, 
en tevens: 
I .I p / . ) ; u ol<>; :::. - ,1\ (c 
cl.. -: d - L}> ' ~ . - ., -Jl..~L . L lj 
I !i. - !< . £./. · - - · ~ ,Q. ilh 2 f 
I . ':.,, - - - - -{;}. ,If(\ +. I I I I -
cl.,-::: d.1-::. + . ' -- '2 ¥ 2. 
:; . ~ . - · - • - · 2 •"I'\ .; •"In + 3/;l. 
zodat \7ij de in.tegrE.sl ,rergelij king 
_(j 
11.JJ \ 1~, 1\1 7t 1 I j 
kunnen scbrijven als: 
' f' ) ,': 1\1 
Uq 17 :: /\ u.YJ {,-n t1 i, --~ - -~ I •i J ')\ .i. !. n-J 
i. . ,1.,z 
:~. c Tlt½ /o-_u;_, 111 1 • 
· , !1l Llt[JCJ.. i 
4 •".:l,I,',\ l 
waarbij 
\ _ I . 3 . - - h • -(.1 _:'_:'.~ - I) 
l'!'l - l J-1, ~ _ • _ _ _ ~ .,,\ l'l\. -::. 1 •~Vt 
\ ,.~-.------l~(Wt-t). Rl"f'n.+I ' 
,, rn ::. + -------- --- ;'l =- ~ 1'\'lt + 1 
:t .tr. - - - - - - -- ~ ,),'\ ~ l'i\\. +I+ ! 




Met behulp van haar is bet nu mogelijk om een asymptotisohe ontwik-
kel1ng af te leiden, g eldig vocr grote waa.rden van n,. 
De eerste term wordt gewakkelijk gevonden, 
u l t~J-- ~.tn, Ch'.){ { I\\ + ½) 0 _ S- ·i + 1t\ c21> 
Het is op de. volgende wij '3e mc,geJ.ijk om voor R1 een schatting te 
vinden: 
Zij M he.t maximum van u in bet intervr.l t < 9 < rr -[ 
TV '48 III -~,2 
can is 
. . M Lt dt I l \Vi s: A. + --i . ' < ,\ --r 
• , i I - i'I\. itf 1r1 + r) Jl /./ l"),,1,VI. t / = "'-
aus voor .t \ 
2 I\\ +J > ur\. l ) H -::_ '.2 /\ !(I, 
:L 
( !)•'.,; ', 
\ ........ , '' 
( ?. '1. 
-,) 
v,ae.rmede een schatti.ng itan de eerste restterm is gevonden,.. De opee.ilh 
1,olgende termen van de asymptotische ontwikkeling warden door su•:;c~1r~-, 
sive benadering gevonden. Hierb:i.j treedt direct een nadeel van deze 
:c:ethode aa.?.'.J de dag: het :Ls n. l .. lastig expliciete u.itdrukkingen voo}-: 
de opeenvolgende termen te vj_nden« 
Het is eohter wel mogslijk een majorantenreeks voor de asymptotische 
ontwikkeling en een sohatting voor de restterm te geven, die na af-
breken na ,l termen ontstaat. 
Daartoe schrijven wij de vergelijkiJ (19) in de vorm 
u.{8):::. ~m-{.,c-jftt"'t~)0--rrl_~2 I 'Kit~ 1\ uft),JI 
met 
4 J '-f ·\\ t- \ ;r/ ' J ' • ' 
.) 1Q 
}'<( e~+)= o~f~,~+½)/0-t)} 
,:y'\i'I\ ~ t 
en de:finieren de opeen•1olgende benaderingen U.,k l0) door volledige 
ind u ,st 5. e ~ U, ( 0 L~ \ m. Cb:} { { m + ½) D -% j /9 
lli,+,le\,, A~ Cff.)r /mt U &-%} -q.~ -1Ji,.1. K / 0) t) u k/t) d I 
Voor de opeenvolgende termen 
ilT1 :::: a , 
I\J'k -=- lA k - IA \< - I 





B 8 . · .. 
·vk+i l9}:: _ _L ( K {0 t) A7k(t)J1 = _ _J_ \ .. -~ft.·~ .. +. f )/e-Hl ~ t+) Jf- (281 
'i":\+1 Jn. ) 1/tl\ t2 J7r --~VI<. 'i kl . 
2 I T , 
Wordt het maximum van ) l\ik l 0) I in E. < l~ < 1t- £ aangeduid door fVl k $ d8.P. 
is .G h +,te)I < 't~ tJ. Jr, :2k, t J1 <:: 
dus T 
Mk+J ~E 




word t fills gemajoreerd door de meetkundige reekst 
t' ')Q) \, . .:.:::; 
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,u . .i k A > .. I~~·)· -, 
:r., .. . -- l '-1 11 +, > 
die als k :i 4 lrl +2. ;> cJr E.. convergeert. 
( 32) 
De restterm nadfbreken na de kg term is due kleiner dan 
X ·_0_~)k t 
"" l 11 " ... t j • ---i.,.._.'" e. 
I - ---
. 4 f,'\ + J. 1, ~ CJ!:lln~J:~.ns,j~ .. f!. 
(i33) 
De Clrlinderfunctiea van de ng orde C,n. voldoen aan de differentia.al-
,2c j/': 11 
a ro.. + ..L ~ ..i.. (1 - ~ ) C 1 ::. v J X l x d X' ' x' YI. (1) 
De tv,eede term kan verdreven ·11orden door de substitutie 
.) 12 c U(X :: X ndX) (2) 
waardoor de vergelijking overgaat in 
~-y •"\\ 2 ... J/1/ 
ax1 + u =- x~ u (3) 
De verwa.nte differentiaalvergelijking is 
da1: 1 + u -::. o (4) 
metals fundamenteel stel oplossingen 
Da.ar voor grote x bet reehterlid van de vergelijking (3) klein wordt, 
ligt het voor de hand asymptotisohe oplossingen met daze methode te 
zoeken, die geldig zijn voor grote x. 
In de integraalvergelijking, die wij op dezelfde wij~e als bij de 
Legendre polynomen afleiden, nemen wij dan als ondergrens oo. 
Zij blijkt te _worden: . )( . 
lX' -l)( l \)1·· Jl.M\{X-t) ( J. 1.1pr)=ol,-t +d 1 t -1-(lfl -~ ""' t'- u t)&t 
Wij beschouwen alleen de oplossing, waa.r,,oor d,::: 1, j.2 = o, 
en voeren ala nieuwe functie in 
f\>.J' {X) -=- tl(X} ,t - f.>( 
De integra.alverf$elijking v.oort1w-{ x) wordt a.an, 
" :t J, i ',:" -u ( :<- J 
11J.r ~) = I + " ~ ,, !. - -t ·vrl t) d t 
2,\, 00 t 1 
De opeenvolgendi:t term.en. in de ontwikkeling 
00 
w JK) rv ) v-\< Ix) . 
'R;, 
definieren wij door, ) 
V'o = I t ~ 1-;. --l L{ x-t 
'V"k ,..,pc) .. "'~ ii I - t. t' vJt)J-1: 
1L QI) 





~(x ... +) ~ 0 is. Is da.n hat maximum van \l\.l'vJ M1-., ~ ia .. 
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steeds ) I -2il){-t M , .. .£: , -11.)"k < k 
I 2~ = ' 
Indien de integratieweg verder zo gekozen is, 
neemt, de,n is 
\. l ( 1. I ) 1· 00 Id ti v-k+,x ~"'-'1 Mk x )t'I 
(10) 
'ti dat \ I monotoon toe-
(ll) 
Voor de laatste integraal kunnen verschillende schattingen gemaakt 
v,orden, de voorwaarde '4:1.'n'i..(x-t)~ v in aanmerking genomen, al naar 
mate ~ kn- < Mi X < [, k +I) 1C 
of (.l kt,) rr <. O.'l1 X < ( :i k r.2) 1T 
is. 
In het eerste geval kiezen wij eenvoudig ala integratieweg de rechte 
door de oorsprong door x. ~an is 
,00 ·e,,¢ J I J. llii~J -f-,x, (12) X \r'-1 IXI z 
In het tweede geval kiezen vlij de halve horizontale lijn doc,r x:, die 
in bet zelfde kwadrant ligt. /,,. 
Dan is, als cl..-= f't)li""- f M1 X-ll k +t)rr ,lh k r.2)1t'-Ott1 x} /x, 
00 \'.ltl f" d. z - / L !ti'= o 1x12 t zi +1\XI z e,:iJ = 
I J OD d 'l. +-IX\ ~o( 
: \xi f)Wr.c/. 0 J + )~' :7i~ ri. )'-
\ xl~o1. 
-=\x.\ i, ct f- hj A p.A :1 t V, 11 oo }-=-IX/:;.,. o( ~ ii (13) 
Steeds is dus:, M 
k +I S IIYt'--l) .!£ Mk - ~ " i,xt 
en de reeks (8) wordt due gemajoreerd door de reeks 
·f { ( "'• -13/) n l k 
k. .., 0 l. 1xl. J > die a.ls 
(14) 
(15) 
\xi> f (N/-Y") 
een eonvergente meetkundige reeks vooratelt. 
Wij zullen er nu toe overga.an de opeenvolgende term.en ~kP9 expli-
oiet op te achrijven. De hoofdterm va.n de asymptotische ontwikke-. 
ling komt overeen met de hoofdterm in de bekende reeksen van Bank.al 
om de volledige formele overeenatemming te bewijzen moeten de 41\< 
expliciet berekend worden uit de reeursie formulea (8) 1 
Wij zoeken 'V"k {x.) in de vornu 
V 1 48 III 1,3 
J f k £,u. - ;) ! 
l\T I< (x r....> L a ,u l · .)/t.. /!/. ~!) / t ;Z.t,;( 
epassen van ( 8) op deze ·reeks levert V-k+i {X) • .Allereerst is bet 
(16) 
s nodig te berekenen Jxi. 
j_ 1~ I _ -t - i i. 1 >( - t) d t . =- (' x d 12 L t) _ _ !{ t x ,t 1 d t 
, L ·P· 12 , t) '4- ) 1.. · 1).J.t.+1 -e - tr 4--~ 
IX) t.:L / 0 t_.?.lf; , c,aL 
::. _ I _ I _ - t 1.,- X 1\ .e . J l~x L t l 
/µ +1)ptx)f'+' . 1~ LxY,-H 2 0 +i; ""i tJ' +j ~ 
~ - I f 0 ~v) ~ 





_/A-4,{ t k 
; ell en wij ~=fu 0,/A', 
tn wordt de asym:ptotische formule voor U, 
\,)l( ~ i. x 00 {p-r)I o 
1..,1 ,...._, ..e .L f\Tk(x) ,,..,. .e . L ( . )P. 1rp 
l<::o )-t=-o Q1.x 
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Nu kan de formele asymptotische ontwikkeling gemakkelijk in de vorm 
·v·a.n Hankel gebracht Worden door middel van 
;Vv ! ~. t-1 ~ fa-~~ I {A/-jJA- + 1AY'} 0 ~,)! ,t;« > 
1
.
1c/Dr0men analoog ,hieraan :i.s een asym:ptotiscbe ontwikkeling te vdJ::lden 1 
-n< L:i.:i.";;[;J>snde van ...e · , die ontstaat door in d.e formules i door -:L te 
, 7 r:;;,•,72tngen. · Over de toe"'-toeging van deze asymptotj_sche fo1"'mules aan de 
<i:y1inderfuncties is nog .:niets gezr.:igd. Dit komt ter sprake bij het ver-
sohijnsel van Stokes. 
1,4. Het versqhijU§l_tl_;L~E,_Sto}r~. 
Onder bet verschijnsel van Stokes verstaan wij het verschijnsel, 
dat voor een bepaalde functie in een zeker gebied een bepaalde asymp-
totische ontwil{keling geldt, terwijl bij overschrijden van de grens 
van het gebied deze eerste haar geldigheid verliest en een andere 
asym:ptotische ontwikkeling voor dezelfde fu.nctie geldt,. 
Als eerste vool'.'beeld behandelen wij de oplossing van de vergelijking: 
~ 2 I 
C: ~ 
-~ z~- - '1 :::v 
vastgelegd door ~ 
"A:::. 0 (_ 
o - f\J""(;(Y'['_ Z ~ O 
. ~I~! _} 
t, 
Zij is 
0 ' ( -¼-Z -.z: )\ /)'ti~ ::z. -=- ·;;- ..f - X. . 
/. ' . 
]eschouwen wij nu bet halfvlak.~ 
(~ - ~ \, ft: -<_ Cvtc{ Z < ( i< + 21 ) ff I.. . ~ J 
dan wordt het asymptotische gedrag gegeven door 
i / z -z. \ l :z k 
~-:::-"3: --e -.£ .J .1v -;e even 
'/ z -z) 1 -z 4i =- 1 . .e, _ ..e r--....,; - 1 .f.. k oneven 
daar de weggelaten term in bet beschouwde geval r--..> o is. 
1 ~ 5 ~t verschij~.1-1".§~ Stokes vo.or SJ::]..~de:rfunct~e&3. 
In § 2, 1 is voor de functj_es van Hankel van de eerste en tv:,eede 
soort afgeleid de asymptotische formule: 
H(,)(S)~(_J_)1/'A I .ei.ls-fv1t-TC/'i)~ jv-½)r[v+tt1.\/_!:_t (1) 
Y · rr5 r(v+f) C/ h · 2-) 2.s-;, 
geldig, indien b een getal :::,- o voorstel t,. voor: 
l:d -- Tc '. ~ ~ GJtq S < ~ 1t - 6 · · h H ls) d-L)'/2. I - L (t:) -tv ?i: - nJ4) ~· {-., -i.)r { ,K 1-)(_:J:_l ( 2) 
V lJl ~ Pf v-1-t) ..e ~o h . Y+ + l_ 1. s ' 
TV 1 48 :tII 1, 5 
dan is 
en 
Yoor k = 2p + 1 
m V '48 r-,. 1 .. i:; 
·'· 
-1 .. 
p-,)ly,-l)1t\ J )1,_ il~.._L 
_, h 
t IJ±! '}() Cl"" .- 4, I .1 l. ~t) ·)-11 ti -, t 
.21t5 h {)i~)h 
p 4- + !. .. ~ ,~ t" r.:x:i r, v+-h+o (7) t 1 ,. ' { 
i ~)h h::c 
(8) 




e.n van de coeffj cienten o1 en c2 verspringen hier vreer bij 
van bet ene ied naar bet aangrenzende. 
-i CVf::rlappen i indien S < 1/,.1r wordt gekozen, 
bissectrix van elk gebied, n.l. de lijn arg5 :::.krr 
st,:;f-3ds slech~s tot een en ni,et mee:::- dan een gebied behor,::m, a:p de 
:reele as is Yoor J"' ( ~) dus steeds alechts een asymptotisohe ont-
\tiK1~el:ing g8ldig,, . 
rec 
fl 
kun..YJ,en d0 r~eb C::::.,k dus gekarakteriseerd de.nken door hun bi-
, zoals de notatie aangeeft. 
ee~s h >'brr , 
en hebben~ 
~ 
de gebieden CJk geen 
lijkt het overzicht iets, is echter geenszins noodza-
Fit h dat voor b < i 1t de gebieden elkaar ove:rlappen volgt, 
J\Jf ~) <:wee aaymptotische ontwikkelingen geldig ziJn, 
gezioht er volma:lkt verschillend uitzien. Dit heett 
daar voor 
op het 
f1;ok.es op he-!; !:ipoor van het "{f'rschijnael gebra.cht • 
w boschouwt1:1 a. nog eons r:ader t Fomule .( 4) is geldig voor }.J~) 
hat gel:ied:~-'lr ..-f', i a.~1 $ i 1t -f is ont.st~i=..n door 




Beide formules zijn tegelijkertijd geld1g voor S i M\ ~ ~ n: .. $' 
Daar ia het verschil eohter gelijk a.an.1 
'.. ,. _/tf.-t -iH1mt,) __ /lf1t ..... %)1 ~ /Y• i) rtv+h+\)t')'' (12) 
(2,,!:. j t} h {ii.i)h ) 
wat, daar voor 5 § ~ s , 1r-f 
R~~rn11Jtotisch gelijk is aan nul. 
In de sectoren,waar aa.ngrenzende gebieden elkaar overlappen, ie dus 
het versohil.tusaen de aeymptotische formulas nul. Bij bet verle.ten 
van bet ene gebied is dit niet meer het geval, m.e.ar daa.r zijn da.n 
cok beide formulea niet meer tegelijke:rtijd geldig. 
f 2, ~-metho/S,~ •. !!.n. ~.J!&.e..£, algemene theorie 
1 • h:r.9nder§,:telli~J!• 
J,Jc.',.l'lger beschouwt differentiaa.lvergelijki.ngen in bet oomplexe vlak 
van een variabele s van de tweed.a orde, waarvan de coeffioienten af ... 
ha!lkelijk zijn van een param.eter A, 
Als de· term Ya.11 de tweedc or.de verd.reven is, wordt <le ver~olijkibg op.· 
een sta.ndasrdvorm gebracht. De moest algemene vorm, die Lfl.nge~ be-
·17 +{ A .t~i + T'( A,s)} w"' o <1 l 
Da vergelijkitJg is gedetinieerd in een gebied. Rs van bet oomplexe 
;~"•Vl&k, da.t e!'l.kelvoudig samenh~end is. Onder ·zeke:re voo:n1a.a.rd.en. ie 
·· be~ mogelijk om de .. bdv'E!n beac!lreven tnEtbode toe te pa.~sen. 
I. A.ls . ee:rste voorwwde jeld:t 
•·.• · · .·. t(S>,s('-'""\•} f,(s), (2> 
T V t49 
we .. arbj_j 
1 . r_., J.e 
~ >-1 en y, (s) een in Rs eenwaa.rdige analyiiisohe fun-Jtie 
:L~ 0 ~c :) 
'I \ A (.\ ( 
·7: [ A I s J =- , 1 + ~':..J- + C. 1 ,X., s) (3) ('::,-S0)l S.-<;o 
·;.:-:h:i:rin A 1 ~;,r1 11; o:nistanten zij:n en C,/°A/~) een analytische func~:te., 
r.l.l.3 ~.tl el}.: ,·j:l .. r:dig deelgebie<:i. Yen Rs gelijkmatig begrensd is in .A . 
·i-H2 ccn2-ta:.:1t :1 fac-torer.t in het :product .A "f {s.) zij n zo verdeeld, dat: f(s) 
b~.,:-i oi .... twikt.-:11 :Lng in de omgeving van Sr> heeft: 
r.i./<.. ~, -- 'c .., ).)~ ,t· _, {s <" \ 1 
·rt,)1 ::t·:>-~o 1 \:l\, ->.,1 + ------- r 
l. J 
(4) 




.J Q - 't 
door in te voe~en 
dan kan de vergelijking gesch1"e-,ren worden alst 
J1v. (' ~ . .t '/ ·.!J'- ' 1 
-i~. ·-; + ~ f Cf (z.) + .1-1 - /· + ;,,., ( P > z) U = 0 
<~ z.· l Z · 
i 
cXe-b g0bied. R $ gaat nu over in een geb~ed Rz. 
Do func-tie 
'r 1, rs) = /s.~ ~/"-. V ,f o1,/s •<..)-+- .... - .. 







·, .. L..,. / 
f'"L':J°'. \.• ~- i 
(13) 
(14 · 
T VI '4.8 
Yoor de overige oylind.erfunot 
geld asyn1ptotiache rela.t 
z n:. 
ste 
: ~ 1T < Q/t,, -z: <'. ~ 1', ,,..,) 
-~~?rt 
z':;:. z. -e ~ 
en 
{1 
H.)z) = Hv 
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Orn een 64.nwa.ardige functie i .. ,s)te verkrijgen, ~oet Rs, vervangen wor- " 
i.t 1 n. d.tio:c ~uri .:lt:el· van een cimdrvla.k van Riemann. Dit oppervlak beeit, 
v ;.;1·:takld.t:.:F;~'PUtl'ten in. bet punt.~ 1$ S0 en in de nulpunten van de tweede. 
te.,Jttt,l:, '.Ci,f:-' •~n:iter vero:1dera+.elu. is, dat '/; behalve S0in Rsgeen a.n-
d.e:re .t:t!J.lpur,~;~.~, "bezit;_ is de v-rortelvorm in RS,een eenv,aa:rdige funotie, · 
!l,.rf; e!!.iga •tt:-rta.k!<:ingspunt van het Riemann oppervle.k. ligt due in 8 0 • 
:::a f oe1 .. 1 i·at~.\)tl&£.l get al, voorgesteld door de onvereenvoudigbare breuk 
P/q, ia11 :!..s de orde van het vertakkingspu.nt q, d.w.z. het Riemann op-
1:ervlak bezj:b q bladen, die in So sa.menhangen. Is Y een irrationa.a.l 
ti1.:i-1-.:el;1 dan b":'.?zit het oppervlak oneindig veel bladen. 
Door het gebied R6nu over d..tt oppervlak verspreid te denken, ver-
krijgen wij, da.t "f' 1'•{s) een ,edn~.:ro.ardige funotie ie van s, 
Bij de transform.a.tie s-sl> 1: f ga.at dit oppervlak van Riemann over 1n 
een ander oppervlak. Rz.met a.la e;nige verta.kkingspunt het punt z • o. 
De funotie 
"'f tz )= z 'V, '1~sj-:z. -,., ... , V, + ~ z.1.-,. - - - .. ~ - C 15) 
is op dit oppervlak een eenwaardige funotie van z. De orde van het 
vertakkingspunt is hier echte:r 2 }( zo la.a.g ale bij het eers·te vertak-
kingspunt, ds.ar telkens 2 bladen van ~,s.afgebeeld worden. op een tJ.a1 
,.~a:r.. ~-:z• 
te fu.nc+.io J-{~>~z) , die in he~ oorspror.lrnlijke gebied eer.vrao.rdig en 
e.:ia.lytisoh WRGJ rzal dit ook· 01) Rz -z:ijn. Verder denken wij f/:z..1 die 
volgens (12) door haa.r kwadraat is gede!inieerd, zo vastgelegd, dat 
0· _j!::z.) - ( 16) 
·''' ~ y r I ~ .. I ~ ·HJ Z, 
2, De verwF. .. •-:t.o c~:J .. ff'3rentiaal,rer;i;:~:li;ki.ntr • 
• ·••....-.i...... • -~ ........ ,11....,_, ... ,u.'W·.,- ..... , ..... ·J..;.....,.,._,J;iil. 
Wij zoeke .. 1 een vJrv,e.nte fl . .!.f:.\:·ri.iln·t:tue.lv'3rgelijking op te stellen, 
,-:rac:rrvoor oplossir.ge:1. direct zi j .n ~"P te s~hrijvcr.J hie:rvoor kiezen v1ij 
"':e:i oplossing in otlinder.fun('t:.€:a 
Volgens ·1.atson vi:>11.oir-t de f.tmc1:ie 
(1) 
J.i.~ -f w.!1+11,-tJj~}* t[f'~v2+-,,~ajH ~~f w, o c2i 
E~.eruit ka.r~ nog de tweede term verdreven warden door, in plaats va.r. 
v:1z_)in te vot'ren een functio 
. ' 
14!~-): t,=).;v/z.) (3) J . _,1•• "' I 
·; ;1,:.:-:-c~oor c.a ·.-<::reeli;jk::.n<1 o~rr:i:'ei:: .. at int 
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J ~i s . :,l'. I ,.,I, "'r• I \I; l~•~J ? I, II 
~" ·v ' :'I • r ..... , .,. . ' "11 
-· - ,,:. .- ·.-- ... .... -- +(2.1' -1) ··--· ., ~·r;' ,.t. J • • >, • 1 · ., • , 1" 
11 :t" l :•i ':,; ) ij f.;; ' ' -. .,. l· "! / ) • "-
f " J ') I 1' 1 ~ 1 :l t\ / tJ.. I \ 2 : 'r- 1 )1 ff ff (J,,,, .If ~ s J I ""' .. 12; -~· ~: • --; -tjt _}... -i - . +'.2 ,, -A . .z .... - -- - -- 1 = n 
/ • I l ' 1 '\I. • "' ' \ / / \J,, ),., r 
I I. .;:) I ' f .) j 
'iannoer w:.J nt, ·:'· (,;,r. " zc kiezc.n, dat 
• _t 
,. /, ' :: 'f i f ""'" ,. 
,.:.>•'·' \'" ~ 
-~--- ::.---- +l.t,µ,-J_ 
""\..,) , .. l' t \i_Z.., '\ti ., 
•. J I 
en verder. 't 1 
~ - _l. ~ ... 1 
\ 
,fo. ~- i7 y + ?,J 
I \. ft 
V:::·5 ~r zi;j!I. dan ook -f en * 
l1.1::st ons dus .nog het gedrag t,:i 
d.an is 
j.n K.t:. analytiach,. 










· ;. ~)/ w•·, 2 l)fJi1 ·"' "'\.,·' 1,'r ~ .. ----· \~ IIJ. -(,'-'- .·--'-1 ... ,,, f .i- -/·i .n." ,,,t. 1, l+.l?:,Z . .,.. \I .J . , , I '"""'1 ·"" - , l - """ .. ,,;, :.-,_ ... - , • .........;,--..If .. ---.;____ ::: 
\ ~·· . .,, I ,ti } l I I -... l l' ... + ~ !'! r .._ , + ,r;;;.f ,z +- ... - •. ., 
~~ I ., } t I I ' .2. 
:;.;/-- - · - I-· ·\ / 1" V :Z. r - - ..... • \ 41 ;.i .,2.; -l G 1 
.,... ·-
(11) 
-,:. (l - ~~)-L 
''1 I.tr,"'. z..S. + funotie, die in R.za.nalytisch is. 
·.uoor de ordci f; van de cylinderfunctie ze te kieze.n, dat 
' (~L 3/t A > ( 12) 
:~1:-/..:;::,en wij verkregen dat 
1 (z)~ ~l21,5'4-: CIP.>l~) 
c-:en oplo:1sing ~-s ve.n de verw:::i.nte differ.er•.t:i ,;_a,alvergelijking 
f1 +f y1~2 r r1;f" t wt,)h :o C13J 
waarin w{z..) een functie is, die in het gehele gebied Rz:. a.nalytisch 
1a. Daar A zo gekozen is, dat • 1<arg .1, ""/1 , is en,;4 een reeel 
getal is, is~ een complex g. et'3.l met r ,,., _1 
... ·i.,;_ < ~- '', ~ .r. 
Door middel vai1 de tranaf orma~ ii:: <j (z) = J Cf(c:.J ti z: wordt het 
0 
Riemann oppervle.k, waa.rop z ligt, afgebeeld op een oppervla.k van 
R.tema.nn R; voor. de punt en f . 
Set gebied1<;zga.s.t dan over in een gebted Hf en de afbeelding van Rz 
op Rf is ee;1-Aenduidig~ 
Bet gebit1d Rz. :1s zodanig, da.t ((l(.2.) een tlenwaard.ige functie van z is 
R:z gaat G.oor de a.f._beeldi.n.g q,fit,J~;er in een gebied van een c.p-.vlak, 
Om de afbeelding 1(z}een-eenduic.::.g te ,:naken, moet het Riem!n oppervlak 
va.n f zodanig zijn, dat {¼ 1:n di tzelf~e gebied wordt getransfo~eerd. 
Een vertaklcingspunt vz::~ hErcr oppervl~ is nu. ~ ::: o 
De ontwikkeling in deze omgev1ng heett de vorm, 
Y·H 
Cf {Z).:::. Z! Y+f_ er ,lz.''} st q v;.1 X 'reguliere funotie van ff 
De orde va.i:: h~t vertakkingsputJ't van Rtp wordt due bepaald door de 
co?,stante v. 
r~h~t gebied ~1,.~P het oppervla.k van R;i.em.a.zm van:.-de ve.ria.bele 5 =pf 
utJtetaat dua ,·,f met de faotor ? te vermenigv-u.ldigen, dus door eon 
·tei·men:lgvuld.igirig en eon dr~.a::.ing, 
!n de direote omgeving van ip-:::.o is de afbeelding van R.z op Rf en~\ ·· . 
l.en-fenduidig. AanR.wordt nu de voorwaard.e -opgelesd, dat deze eigen- · 
sch~,, vocr ha·~ gehele piad R~geldt • •· 
T V '4C 
3. .. ~e. o:elossipgen vap, d~ Y-£!:::1.!!£:t~.i!,ifferentiaalvere;elijki!JB. 
Daar de opsossingen van de ver-.;ante differentie.alvergelijking een 
qrote rel apelen, worden zij hier nader bestudeerd. 
',(z.) • t;.lz.) · S14• J/l l ~' 
t1(%) = ~,2.)· S'IL· y,-.1() 
Hun d.etermi...l::.nt van Wronski heett de waarde 
Yt-> I 
Yf .. -·· .. Yr J ::. 
) 
Qe tw·ee oplossingen ,, en ~ 1 zijn due Jne:fhankelijk • 
. ~~ l'roi:>lemm1 \7a..~ Stu.rrn.-LicllvilJ.e 
~~.,....~·--· ,-~~,,,,.,, .,......,,..._.. ___ ,, 
De twee voorafgaande voor\eelden zijn biJzondere gevallen van een 
k}.esse van problemen, die bek~d zijn onder de nsam Stnrm,...Li<>10v11.te .. 
:ht,·rc::-ie!' ~;er13ts.at men het vol!,ende p:robleem .. 
<'!-13geveJ.'l is een different~.a.a.lver~lijking f { ~~I i)-,1>1}11+A11:o <1> 
~;,•a.e-i.r'b i.j ~t:.:f en qt,~) in een interval o , x ~ i bij gedeelten twee 
k.eei- continue differentieerba.re :funo'biea zijn en 'it(xj :> o , 
Gevrae.gd wordt een oonstante ">,. te bepe::i.en. zodanig, dat de.ax-bi~ een 
oplossing behoort van vergelijking (1), i!ie 'V'Oldoet &a,1:1, -4~ vool'Wa&l'dena 
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ot, u {o} -r (3, 1,t1(PJ ::l'o 
Ji,.uti) +~1 u.'{1)~" 
en bovendien aan de normeringsvoorwaarde 
· Jo' 1/Axcl 
")f:\or de substi tutie O , (~ d~ i m~ 
Z:= Jo~' L =t "vF 
U 11;;-
. :: Ll \i 'fl 
~a~t de vergelijking over in 
~ +l>,. - Q/1})U =o 
atz}= q~) -1; rt ;1 l fr) 
die door de voorwaa:rde +, f o nergens oneindig wordt 
Verder zij de integraal JL J. 1 









:..',::. :""a:.i.d\"OOrv1aarden vrorden nu getraneformeerd in andere V8J:':l dezelfde 
t.t, Uto\ + t, U. 1(0}-= o 




en d~ normeringsvoorwaarde in Jo ti az::: I (lO) 
Het probleem is nu verder een probleem voor de vergelijking (6) in 
de vorm, JlU 1? +-XU = G{-z.).U c11) 
Stel A:::. s,> 2 
dan kan de verwante vergelijking geschre'f'en ~en els 
~ •u -+ o'- It ::o (12) 
-n J 
met particuliere oplossingen 
~fZ. ,~.PZ.. (1)). 
De i:nte~aeJ.-.ergeliJkiag wordt nu 1 
. u y. ~(90,) +J J,2 Mr-yf.r.·hl·~~. U~t4S, (14) 
.. T lt '48 I!I 2,4 ld 
(16) 
(19) 
Uit deze drie vergelijkingen moet het asymptotische gedrag •oor grote 
Q and erzocht word en. 
I Allereerat maken wij schattingen van de integralen met bebulp van d& 
ongelijkheid van Schwartz 
fr ~ & t . [L PlSJ atS)il~J ~ f _(_ f{hla~Hl a(~d~) (20) 
dus 
. { L \ 0,M JJ-- fY..A\. r + 1,-tf1> =- -~ '?2) 
ook is {fz. . . lt f f:z: t lf fz 1 l 
• ,:,.v,.,f[z-~Q LI. d. ~ I t /'"" ~ 5>lz-\)l~ d. SJ ~ ll d. ~ i ~ 
~ [J~ ~t ~lz-s)Qid s\fJ~u~d {}~Mt <23> 
zodat uit (19) vo:.gt, da.t er ~etallen 0k met\!\)~ 1 l'lijn, sodat 
fl[½L-t~] +10~LM i- Bi~,,.,\, (24) 
dus voor voldoend grote f is er een constante IBsf ~ 1, OM'fh&llk..elijk 
van f, zodat a 
III 2,4 
; .iL" vf * tf "lf .. ~Vf l 
Hie:::::-ui t volgt: dat voor voldoend grote f 
' ' ' 
;,;,,, l?L + <f, _:f1):;. e,{1 i/f 
dus geldt de schatting voor grote n: 
' C 
~L:: m. Tr + •r;/ - er, T 12 
J 
waarbij c1 onafhankelijk is van n. 
De eigenvl8,ardenf> ,-1an het probleem van Sturm 
dus asym:ptotisch als 





Lionville gedragen zich 
(28) 
Verd.er volgt uit dit resultaat en uit de integraalvergelijking (14), 
met behul:p van (23): 
!ltz)=<yf w..[ ~:._ ~ + f,) + ~) (29) 
waarbij de functie \V (~) binnen eindige, van n en z onafhankelijke 
grenzen ligt. 
Hierin is f, be:paald door (16), d.w.z., 1·s b 1 4,,o , dan gedragen de 
eigenfuncties zich op den duur alle als cos '¥\..[ z en de eigenwaarden ala 
"f . Is echter $-, of..8-1 nul, dan gedragen de eigenwaarden zich ala 
~+~)n-. ' 
De benadering kan willekeurig ver uitgevoerd worden, door eerst op (14) 
met <f = Cf, met nog niet be:paalde)'- het iteratieproces willekeurig veel 
keren uit.te voeren en d.aarna uit (9) en (10) benaderingen voor en 
te vinden. 
", ..... 
. ~ ): , ,·, 
~. '-
5. ~~.!ic.r...::'2.P1' vo.n de ooeenvol-:E~nde il)tet;ralen. 
"'-~'' 1r1""""'·'·:, r,,-:.,:1:::.-•.·~-., -~::,• h·: .; ··:.•,::.c;.~ ·.,t ... , k0 u•··e vc.:"' ~ de opeenvol.-.:~"n:1° J, ...... l~\..·J..- ~"",-~...:•,J,"""'' -,,1, .• ,,...\i i,,.'.,1,.~-· L"jt,:,._, •~ .• .J... .. \. t V ..... i;;.;.,,,.,l,l} _,'-i _.;; 
"e,..•a-~ ",,,.,,,, r ···,·,·•· .,~ --,,~ .• -,-.,"'"'TC',,. 
~, "" .'-...;."Q·.;, • ., ... ,..t~·-,, ... ,:. ..,.1...,,,r .... v~,.i..~·--- ... .L..i.• 
Ei,2rtoe 5 .. s een or..d.er~rnek vsn de kern K¼{:z, z, 1 f) noodzakelijk en 
~~el ir -~,-~ Cl''';'f•V'iri~.• V[!'"' l: - 1'' r.,~• ·v•rit~"" c•rl",t,;;:. l. ~ 
.... ; • - - , .......... -:, - ... 0 ' ·-~4..;. ~ - .. ,, ,_. "''"' ...... ...... ... ',:) '-..I ...,. ~ • 
;Jae.r :Ki(z.,z,,fj zowel in y1 en Yi (wel~<er gedrag voor 5-o eenvou-
dig is) a.ls in Y1i:,, en Y1i.,1 (welker r;edrag •,100:r s- cc betrekkelijk. 
-:- . .:n\"·oud ig i8), ui tgedru.kt ka.n word en, ligt bet voor de hand voor 
S......,. 0 1e ui t:.:•,_1,kking in y, en y,._ en v"oor s -oo die in ~, en Y1<2. te ge ... 
l)-i::.iiken. 
Zij z een •,7illekeurig :punt op R2 en S het bijbeborende punt op R~ .. 
Wij leggen nu. E1.an R2 de voorv,aarde op, d?.t bet mogelijk is om bet 
punt S met de oorsprong te verbinden door een f k.romme, dat is ee:n 
kromme t Ylaarop in Rs de ordinaat monotoon met de booglengte ,,arieert. 
due if niet toenemend, ~f niet afnemend. 
- -Is N het kleinste der getallen n, Ni, !{, ,N2, van par. 2.3, dan be-
schou~r,ren wij nu twee gevallen: 
a) \sl< 1\ 
b) ts.I> i: 
Geval a • .,. __ _ 
en VOG" 
,,!1lz.> = s ( ,). v,-r-,. ii~) 
f kan zo groot gekozen warden, dat \~l < N geheel in R5 ligt. 
Als integratie'.'lE;S kiezen wij dan de rechte lijn van O naar 5 • zodat 
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.,_ -· 
N 
( 5 .. 4) 
( 5 .. 5) 
{5.8) 
Daarf "7 0 en Re r-, ?: 0 , volgt hierui.t 
/ \JMi-t), \I< S.'1-t•nttJ,µ1:t4t-p. ·M~+-t 
,, ~-1 (''""Jf' e (5.9l 
Voor voldoend grote f zal dus in het gebied ts}< N de asymptotiscbe 
ontwik.kcling convergeren .. 
Voor (!>. = 0 virden wij met een geringe wij ziging hetzelfde reBul taat .. 
Dus: 1;. _ 
3ij de o:plossing y 1 (z) = $(z}f Jr-,(sJ van de ver·nante differentiaalver-
gelijking behoort een oplossing van de differentiaalvergelijking vcor \si< N ge3even door: 
ll I (ZJ =: s (z) y •P, 1 ( !3 Tptsit-t l;., ::~; ,,(l;) ) 
Voor de functie u, (z), waar1.dt ds afgelilde y 1 (z) 
J l~J< N (5.10) 
volgt, wordt een ana-
loge ont1idkkeling gevonden. 
\s\ >N 
In het geva.l, dat \s\ groot is, maken wij gebruik van de e.aymptotiaoha 
formula voor y1 (z) 
~ ,(z.)"' ':, {z) r" -1.,_ f e, ( i ~{ I -.L. «,. ~~~) -Hi l -i 5/ 1-1-I..~)} 
waarbij ' )_,,_ fas--½:){~+Y1}ni :t. r--- 1 ~ 
C.,:: tl 1r . ,e , ~ lM ~ ~ 
.u.-, 1.......1,. 'St 
C:2==- ~ n-) ... t~ .i.t )!+~+~)td t ~ ~ J r-.=.-
~ i--s2s "b ,___, :t.. 'J +I 
(5.11) 
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·,velk van d.e twee termen in deze ontwikkeling domineert hm,t af van het 
teken van ~{\) 
•91J nemen '"jt~) ~ o , voor ~(~),:;>-o geld-I; een ans.lose redenering. Dan if! er 
vocr \s \ )' N ean get al H 10 ?:Odat I )',(z)I <\Si< •ftl H,o (5,12) 
Om een schatting te verkrijgen voor K(z ,"Z1 :, pJ voor lt} > N wordt 
gebruik cemE;akt v1::.n de ui tdrukkingen 
K>/z ,2:,; p) ~. -:: 
- i sjz:,}0lr,z,Jr y "'lisJ ;,t, '-P""' (5.13} 
- ::. 1 Yk,,lz) 1 k,l {2J - k,1{zj })z,) .l .t S, 
~ $"'f z,) 0{?) -z,) f \J y l \/ ) \j -1i[s ~~,)1.t ~-I ( 5.14) 
.t l 11<.iZ) k~ z,) - Jlt./z. ]k.,1P.;).I! ~ .> 
Hierin kiezen wij voor k de waarde, die behoort bij 
in$ ligt,. 
.In dit geval is VOO: \s\.:> w een ~ 1n '2k 
IY1c,j(zJ/=I Ji~: ,~iJ) < ~-i. M,1 
het halfvlak, wa.a.r-
(5.16) 
Om nu de integraal te kunnen schat.ten wordt de integratieweg in 3 stuk-
ken verdeeld. 
Op het eerste stuk is steeds f {, 1 j< N , over het tweede etuk is\<;,I> N 
ma.ar ~, ligt binnen een bepae.ld eindig deelgebied van R~, 
het de:rde stuk is bet deel van de kro:mm.e, dat buite:n dat deelgebied ligt. 
Is R!,eindig, dan ltan voor het daelgebied Rs zel:t' gekozen v,orden, zodat 
, dan steeds twee bogen r: en J;. nodig zijn. 








-= -- i 
,...., ".. , 
.,., , i1 
(5.19) 
J • i 
itoo:r alk dc:!:::or intei:;ralcr: ·mrd't nu een sche.tting gemae.kt met behulp 
·.r!? •. n (L3L 14 en 15. 
]€:i.'.3.!' :j{s) r..ega.tief i.s, is steeds "j { S - ~I}~ O langs de r kromme, 
zod.at de €)XJonentiele factoren begrensd zijn. Dan ie met (9) en (13) 
voor isl 7 N en \s ,I< N 
\1,\ ,: \ ti' fr K, (z ,z,;r) ~ l'~z,) d 5, ,I ~ 
I 
' 's/A -fi. . \' i 
· M,, .H,'!). j__ ~it.,-~ AJ f J Jµ Ji'Vlt-l J 'ff ?'t~lf I:-;- i ;)f , fri;y •£ 'ft'tl • I . ~, 
Verder is 'I' f 
(2.0) 
~i\ ~ ~ f /1/:t,2, if) ¾, y,1-.}z,JH,) ~ 
2 
I p~'I;_ I\A l J 
I 5 . ~t~ . ~.·1 i'f . S .4)' -;. ~ 
, f 'if t; · ~ I S t ( 2l) 
De waarden van $, op ~ zijn va.n dezelfde orde va.n groo.tte. a.lap• zoof.i!.t 
voor ,P .,..;t,. I Jr iE, r-' J ~ \::; ~1,, p ~r' (22) 
voor ~ -:::: 1lt i 
I f, ~. I = M,, £" r 
t 
(23J 
yoor /AA< 'l;,, bepaal t de on:lergrens "b ij 5 = N de waa:rde. in de integraal Ii ~y,-, 1-),. -:: Mis- (24) 
ii s, 
"J,,s \~lil ~ 151,..-l{ M,b \ P·'Y;:I 
\tlp--~ "t, l-""~l 
trr 






~ VI 1 48 22. 
Met de definitie (17) voor y/! geldt dus 
\1,J < ~ti lsV•·\ 1-.+, 
µ . . ~ 
Rest te11slotte een schatting voor de integraal over het stuk 13 • 
(28) 
Hiertoe is het nodig nog een voorwaarde te introduceren: 
In het gebied Rz geldt een betrekking 
J· 18/5>,z) Jzj <~'/I ' ~~) . 7 
met een zeke~e cohsta.nte ~1,7 uniform t.o.v. alle bogen f, waar'1for 
jz.\ ~. N1 ">0 voor zekere toegelaten waarden van .f • ., 
Voor ls\ ?f \~,) ~ N, geldt 
(29) 
\ I'\ ·{z. -z.,. y)l 5 I e ( p 1 -z.,J /· 11,9 ·j ~l'-'/2 s:. J4 -1~ t , ... :i_,µ / j J > \ - I <:f> (z,) r 1-'l}l ~ ' ':::>1 ' "":::,1 ~ 
~ 10 { ~, z,) I · N J8 . I ~ 1)'- --¥.t <'.: 
4> fz.,) p 1-o/;µ -?' -:: 
~ l e/f, -:z.,J I · M,J)~/P ~ . _, _ 
11 (z, J y ,-1/ 1,1,1~ -,~ (30) 
zodat 
\1~} -s ~ · ~- l'1,7 = Mu1, & -~ (31) 
- ..P f Jt J f f JI./Ot-/ 
In totaal is dus '/J I l'))tt) I ~,/!- 1 /f( f,.«)'\\'t"/ .P ~ .p Yi tz.) ~ lr/"''I. p . H,~ + M1, f:_,. +M,q. f , (31) 
waarmee de stelling bewezen is. 
Wij hebben nu aangetoond, dat voor voldoend grote p de reeks: 
. °" ftz) u /(z) ~ ~ ilz.) T ~ j>_.. . . ( 32) 
voor ts} 7 N convergeert en de asymptotische ontwikkeling levert vart 
de ftinctie U ,~). 
Een asymptotische ontwikkeling voor de oplossing u,tz) v.an de vergelijking 
kan hierui t dire ct af geleid word en: voor· \~I ;:,- I\' . . ·. 
ii ' t I J . t cc ,J)'-ll ,J 1· 
4A.,(z} = ~ 1l_; }+ Stz:}.t-11. r .l t ~ .t 1:ftl~~z) ;- .e. -L :>.[_ T ~ :- . ~ . (33) 
- 1 '()-::., J_,.u _ ~-=-,._ f )' · 
Een dergelijke discussie levert voor de :functies u,(z) een a.aa.l.oge ont-
w:i.kke ling. 
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2.£.....9,l:J.Q§.§.1-.!!ft~!L.YJ!E.. de verwa.J;1te d_i_;:-~:t£SL13.tJ~~a.lve,;,s.e]Jjking ( vcrvolg) 
:Jeze opln;::,,finge.n zijn g•;;echikt or.1 gebr•iikt te •.qorden voor een onder-
zo.:,!t van de :·J.;;,~menc o:p1oscj.ng in a.e buu:::-t van5:::o dus ook z = 0 
.,- •-•- I (: ·e:.:fL _;:,£._ree:kscr.t~-,iklrnlin.:; V'?,.r.. 1P. functies V?Jl Bessel en Neumann 
\_ Ir\ a~ze omgevi:-ig v;·o:r.d t met v::-ucht gebru1k geroa.a.kt 
---:\·-· )'-- 1•~ l ~ (-l)k (~/-- \:{~ 
"{/'-i~Stz).~ 7·L- -,,Y (9) 
:.i .1 k-:: o k ! I l :c: +-1'?» + ,) 
, .A.i-f r, f c.c .k/r:./,~k ~ i-r 1 _ t (:,, ·, t, .::.it_ ~ (-1 J \ ~ . .2.1 ,..-, - ~ -.· J • L-- ------
. . ~. .l'.!lln(!:i1tl k:,:> 'r-:lT'{-r~;-k+I 
1r, oO (-l)k(S/,/~ ] 
-cott-,rr.(~) .f; 1<!r/r-,~-k+1) 





Uit de gedaante van de reeksen, die voor~ niet geheel in het gehele 
complexe S vlak convergent zijn en uit bet_ :feit, dat ; in Rt analytisch 
is, is he·t duidelijk, dat wij steeds kunnen schrijven (voor r' niet ge• 
heel) 
f +-f 
~,l4' ~st~J ~ . fr\,l~) (l2) 
~J£Z-> .. ~/zt.)f/-:- f. ,,.,s) (13} 
~aa.rbij steeds getallen N1 en N~ te vinden zijn, zodat voor 
.~,,,, ri.+. \ s I < N, 
~~ ---~ . \, ,(sJJ..: M, 
ltl < N1 en voor 
\''ll~>I < Mi 
waa.rbij M I en :M J. twee, van ~ ( t,n z) ona:f'hankelijke getallen zijn. 
" 
't ', • I ,l .. ,,.,._. 
~,,.,:)or 1,; c1.:il1 1~: .t ,I: 0 behoudt de lac:~ste o:unerking haar geldi,:!heid, voor 
,,l __ :' -iC"l dc,, .... ,,n·to,,,:•,:,n f,., ' - "" - ""' ~i;, .. { ~ ~.... ¥ ... --: 1i;;ji, 
(filz.) = 5t .;:-). ~f . . e""" s . "\!ft) c14) 
.,, \J 
' ci ,.;.. . Ill ~ j '.:_ ! i •( , ' ..._ .,. ·,·oJ·j l ... ,1 "1 
' ... ' ...... t ~ 
",t._:::c,::.~ i l't:: 'J < ~ r,_ 
, ,.":, 
roi.t d~ r:f·· lc:.i.den Y/ en yJ te kunnen berekenen, die gegeven zijn door 
( ,1) en ( 5), is het raadzaar.J. n1cuwe functiee in te voeren naa.st de funo-
ti 3s y. In het algemeen definieren wij: 
-!b v(z) eer.. functie V.9.n z, dan ver8tc1.an wij ender v(z) de functie ge-
definiserd door 
V(x) • 1;; f At1ft:)- t~~ ~{z)} (15) 
Uit (4), (5), gecombineerd met (7) volgt dan, dat; 
- <;'-{z Jr ?,' i p-'/4 S, /•J)' ~I ] 
na,Lzl = f''}< L { ~' +?.f ~f Jf!n)Ji ~a - $~' = 
:: 9z.}. aff S1 T~lS)}-s'·v- (16) 
en d f .l 1-1/'-
i(z) .. ~tz).~ r/Yf3rnrs (17) 
- -Voor de funoties y1 (z) en y1 (z) kunnen nu, analoog aa.n y, en 12 de vol-
gende schattingen gegeven worden 
iLz) "- ~(-z). t 7' t-f!>_ ~,ls) 





en voor R. fo O A 
t-' -)' -r 
, ~,(:z) : ~(z:) . ~ . ~(s} (19) 
met \ ~:t (\}J < ~i', tVW7- \ S \ <- N1 
voor {!:_ = 0 
~2(2 ) = s (z.J. r". i, s . h\,.t tl 
,~~~)l<H~ ~ \s\<N, 
"loor grate wa:1rden ve.n ~ is het van voo:rdeel om de functies van Hankel 
te gebruiken, omdat, bij geschikte formu.lering voor de funoties Y een-
voudige asymptotiaohe ontwikkelingen ontstaan. 
Met het oog op het versohijnsel van Stokes wordt nu voor 1edere gehele 
k een stel oploaa.ingen 1k ,i (j • 1,2) gedefinieerd 
"·'(/ 
II~ " .... + I , f ,d :..· .. "\ ! ,. i 
,•J ._ "' • • - ~ '\ "I\\ ' ~ I ' 
.:,.W\ ,~J::/r::)111. :u~/~~IW\.+i,)¥ ?" J J 'tf\--1/1){~ -,IW\n-,)· ~ , 1 l. ..., · ':, {:z. • S 7f ~ -t (21) 
1ji'"'•J,1l.c:) ~-~2~,i(z.) • 
Al_ ,,(z}:J!r)it --f_(:.1t:l/W\+,J¥ _;.. J:,.)'-L\p.J/t: -l~'itt) ~ 2 ~ 1A ll / . ..t. . ::::>lz.} . ~ J7 ~ ~ .e J 
{22) 
~·.1.;.l elk paar zi~n de oploesingen onafhankelijk. Op dezel:f'de ma.nier 
:;.ls bij y, en y,._ vinden v;ij voor de determinant van ·11ronaki 
\/{ ';i k,, , '\1 k. .~) :: i ( /J'- ( 23) 
Da.ar I i{l)Jt) T . \J 
r1fo :: J/3 ± l J/:J 
gelden in de omgeving van s, = O voor Yk,. en haar afgeleide dezelfde 
schattingen als voor y1 en y,_. Hier is ~et echter van bele.ng am het 
asymptotische gedrag van de functies te bepalen. 
Allereerst beJalen wij de asyrrptotische ontwikkeling van de oplossing 
~ ki~ in bet deelgebied ~ ..... ;k van bet gebied t\S, bepe.e.ld doora 
{ k-l)1r ;- S°' ' ~- S 1ilk t-1)1t - b (24) 
Het gebied f\S op het .oppervlak van Riemann, behorende bij de variabele~ 
is zo overdekt door een reeks, elkaar overlappende deelgebieden. Bij 
elk van deze deelgebieden behoort een - eenduidig een deelgebiedZk 
op het Riemann oppervlak, behorende bij de variabele z. Ook daze ge-
bieden overlappen elkaar. -.111'l..1l:'i. 
In ~,-~.tl'M ia -fr+&-. 9 ~ .,e f 7t -$' > 
... ,._,n-e, 
in !!-_:.tlj/\+/S b -s; ~ ~-€ ~ a'lt' -S--1 
zodat in de som van de twee gebieden is 
6 -J.IW\ tt:i. r 
-Jt""" ~ ~ s .f! ~ ~- -o 
en due geldt de asymptotische ontwikkeli.ng: 
l.llt)/t -.1~1ti)rv(!:..\' -If,+¼ t-2~-f -.ft +-i !-t-~iw.1tt 
t'\(!i ~ .e 1r, ..e · S · -' 
h . 
. [, +t, t;!;L":J~ ~ (25) 
(26) 
(31) 
--I 2. ::::f\.{2-.1: ) 1 . "~ I 
is 
is -
. .f. fi'j11'l'l1,l 
te waarden van 5 moe-
oti o:nt-
en 
1,1 J'}J.Y1(->1r · 
crm) ={-i)!\-o-s tt ~ {1_s -2-,,1 -,J~ft l 
c~)::: 1-v"f\-S+1 t. ~{.tS-ltm)A'1l' . 
, ~f11r 
Evenzo vinden wi j een asymptoti sehe ontwikkeling voor y 1 
ll(o ,lz) ::: . ~,-r,_ f e' .e ;_ 5/, + $:_ oi!~1i:,t_) +- e,. .t -i s {, -r f ~. R )2 
.., 'h-1 ~ h~, ~ J 
~l(z.) ~ -i ~(;z:) (I' +z f e, -t. i 5( J + f. ~ .. ¢} +eae-t 5{ I+ 'f_ ~w 
' 1 q:1 s' h:1 k J 
wa.ar bi j 1 -ii (:,. s. ... ½.)/ (:, + 1,.) 'it 1 • 
~=r~ ~ !~ 
"" (· }-½ /i.s +1t) fr-, +1?.)fri i :. 
'--'J. ::.:. 2 1'r .e ~ ""' 
l 
. • ,.I. l 
..... v 
,, 
3a~ ~~].JL9,l?lO.£!ipg ya.n de gegeven dj.fferentia~_geli,jkip,B. I 
~e gegeven differentiaalvergelijking in de ste.ndaardvorm 2.1.13 ke.n 
}~:::.n geschreven wordc.n a.ls: 
12;1 +fl <f 2Cz\ +- J:/ + c.., (z)} u .. f w /z:) - :!if, z.) J 14 (1) 
Vce:-2.n \'Tij in de functie 
0{f\-Z)E.tv{z) - X{p,rJ 1 (2) 
c',,s.n v,ordt zij 
~~1+{ p\/tz) + '!!t;./,,2 +wtz)} u == 0[f,,-zJ u (3) 
Ya:1 de ver,ve;nte verg.::lijking is een compleet stel oplossingen, hetzij 
'i' en Agi I hetz:i.j "¼k,1sn tikJt bel~end, zcdat wij een ir..tegre,alvergelij-
king kunnen afleiden op de bekende manier. lz ti. ,(z)A.f..tlZ)- ,4h(z) 1\4-J.zJ U(z.) = M,lz.) t(.. '11lz)- 1 J\J/{ J \ ti[y,z,) u(z,)d z, c4i 
a 1,."t.1 
waarin y. en Yt willekeurige conetanten zijn. 
De oploseing, behoren:ia bij y,= I, &"i ::o noemen wij U.1 1 evenzo die bij 
y, t::O I t.a.=l u, 
Analoog in het geval dat "a \c,, en' k,J. als oplossingen van de verwante 
vergelijkingen worden gekozen. 
Zo is lzj l;r.) t<. ,_/z,)- u tl:z.) u. tz) b I .\ J U.j(Z)~,1{2)- . J J _4._, fl(f,Z9 U..{%1JO.Z1 (5) 
o W{ ~1,t\,) 
De ui tdrukking j ,(zj ~ ,.lz,) - ~,_(z) j ,~,/ 
v/f ~, ,--t1) (6) 
is onafhankelijk van de speciale keuze van ,,en,1• Verder voeren wij 
1n de funoties Yj en ui. 1 . , . Y. I ) '"'AaLz} (-1} ~ L u u· lz) (-,)t~ i. itZ -= -?' {z\ .I!. , .i(~} =►B ,.e (7) 
~ I d ~!~ 
waa.rdoor de inte81:"as.lvergelijking voor llj overgaat in de integra.alver-
gelij king voor U;- . 
. u i £:e} = Yi (z} ~ ~ [ Kj!z, x,; r) uj (:z:J J z, (8) 
waarin de kern K{z., z, ;p) _selijk is a.an, 
K· f z. z . o.·\ = -0{: o) ~ D(-t}'l§-s,)i. j,laJ.,tlz,)-]1'2:>1,cz,) -1 , ,,,1 '" l"Jz:.)-c;.. . ,., ). , ·-
-> w(~,,1t . 
(9) 
i \ ( <'; 
StelJ.en wj_j .nu \/. '-) \j·f) 'i.i (.<-,,=: ..: z.. 
I ) ; I \." / 
_; ,., ,, u 
{~ -;-1) (z f.4,\) 
\/. (-) j f V f \ \/. I \ J J -\ 1 Z :,:". -y-.-: \ l \ ; , Z . Z, .) 0 I ,· { , ~;- 1 ~ z, 
' ,4 '• Q ~"·-t; \1· "! \.., I _,\ ,,. t'1 \, ,C..-. •.1 
• V '\ ;' 'j , \j 
,l - C " 
(10) 
dan vinden wij door iteratie de formele reeks: 
C-0 (If.) 
U~lZ)N YilzJ-r~; Yi(~) ( 11) 
die nader onderzocht ooet worden. 




§ 1 .. !J:!B£!E~-!~_d_~_J£1~~h£~~-!~-~§!-!±~!t• 
In de analyse ontmoeten wij"·naast differentiaalvergelijkingen, 
die we voldoeno.e beheersen, andere waarvan wij vrijwel nie.ts weten. 
He t doel van de '"ne tb.ode van Lang(3r i.o l.o·iJ na.dors te we ten: te komen over 
de oplossingen van de differentj_salvergelijking van·de tweede soort, 
en wel met behu.l:p v&n onze kennis van de diff8rentiaalvergelijking 
van d0 eerstG soort, Voor de la.atste kiezen we een lineaire homogene 
differentiaalvergelJ.jking van de tweede orde, die we op de volgende 
gedaante kunnen breng0n 
( i) y 1 ' + P(z) y = 0 
Dlt 'noemrin 'Ne de be!rend.e d :l ff erentiaaJ. vergelijking, 8.ls we veel 
wete:n over 6e eige:nschap:pen van d(~ o:plossLnt~en zoals ontwikkeling in 
machtreekse:nf e.symptott s0he ontvriltkelingP-11~ nu1nerieke tabellen enz. 
De opgave io 111.1 de e:i.gensahappen cp t•2 spcren van de oplossingen van 
de differentiaalvargel;Lj kJ.ng 
(2) w" + ( P( z) + 
,, fj ( z) ) w = 0 • 
Deze differentiaalvergeli.jk5.ng no&m.en ~G de te onderzoeken verge-
lijking. We gaan eerst formeel ·~e werkfj Van de bekende differentiaal-
vergelijking kieze11 vre tw3e J.j_n8~,1-1r o:nafhankelijke oplossingen 7 en 
Y• Voor deze gel.dt ~us 
(3) 
waarui t volgt 
d 
--d z 
Rn ·{. 1 ' + PY = 0 
( y f Y _ y Y l) = yt i Y _ y YI l = 0 
(4) ~ = y•(z) Y(z) .-· y(z) Y1 (z) 
gelijk is aan een constante,. Omdg,-t y(z) en Y(z) linea.ir onafhankelijk 
verondersteld zijn, i.s deze c€'nstante niet nul4 
Om nu de oplossingen van de te onderzoeken differentiaalvergelij-~ 
king te vinden,. passen we• de methoa.e van de variatie van constant en 
t•e in gewijzigde vorm, d .. w,.z .. we stellen 
( 5) w ::::: cy + CY , 
,, 
waari:n o en C differentieerbare :functies van z zijn met de eigenschap 
(6) c'y+C 1 Y=O 
We krijgen dus 
w• = o y• + C yt 
w'' ~ o'y' + C'Y' + c y'' +CY'' 
W t ·•,'., eger .. s , 
e ;i"" + C Y' ' -= - P ( c y + C Y) = - Pw 
' zc,dat (2) 'll~ort\t 
(7) c'y' +O'Y' + ~ w = C 
Uit (6) en (7) kurmat: we c' en c• oplossen• Wegens (4) wordt de 
oplo ss:.Y-.'=; 
-0Y 




w(~) ::-: n(z) + ;f { y(s) Y(z) - y(z) Y(s) 1 e (s) w(s) ds 
C1, 
wa.a.rin u( !t:.) ean o:pl ossing Yan de bekende differentiaalvergelijking 
voorstelt; hie~in is a willekeurig (a mag ook ± oo zijn)• 
In verband hiermede ligt het voor de hand een operator Tin te 
voeren {;;adef:i.11~.eerd door 
'l. 
' 
(9) ~ ,·(z) = i J { y(s) Y(z) - y(z) Y(a) 1 e (e) v(s) da 
a 
die toegepast ka.n wGrden op elke funotie v(z), waarvoor bet reohter-
lid betekenis heeft• Met deze notatie wordt (8) 
(10) w(z) = u(z) + ~ w(z). 
In de definitie van de operator~ treden de lineair onafhanke-• 
lijke o~lossingen 1 en Y van de bekende differentiaalvergelijking Op• 
Vervangen we deze eohter door twee and.ere lineair onafhankelijke op• 
lossingen y~ e:n y* van de bekende differentiaalvergelijlting, met 
. I Wronski-determinant .O: , dan krijgen we in plaate van ~ de operator 
gede:fi:ri.ieard v. \I or.,,. 
' II;;. 
,\' 
, .. \ 
I c~ 1t *} j t y'(s) Y (z) - /f(s) Y (s) . e (e) v(s) de • 
0 
3. 
D:it is precies dezelf'de operator.Immerser baste.an vier eonatanten 
c( • r~ ~ y , S met 
u 
* y (z) = c<y{z) + (,Y{z) 
Y (z) :-: \ ~rri~ •:• S Yfz) 
en duR 
~ { t'c s) -/\ z) - /(z) Y'1sl = 1 { y(s) Y(f!)- :,(z) Y(s)/ 
zodat de operrat•J:: 1:),c*, ·11:.j,,"".q.,1ic1rd is. De operator T is due onafha.nkelijk 
van hEt paar linea:i...:: :-n.1afi:iankelijke oplossi:ngen y en Y van de bekende 
differentia.alvergelijking. Indlen de bekende differentiaalvergelijking 
en bovendien de funct.ie 9 ( z) gegeven is, is de opera.tor !r dus door 
het punt a onoubbelz:l.n.nig bepaald • Daarc·m wuJ.len we T de bij het punt 
a behcren.le cperet~r ncemen• 
De n:Je:r-eto?.' '.!', cp ( 10) toe gs past, :evert 
dus 
2 
~( z.) = ul z) + T · .. 1.f 2,) + T w( z) 
Aldus viz.:l,~11 ,;-,,~ '!/oor €.lk natuurlij~. getal n 
·:( z) :.~ u( z) + T u( z) + • • •+ Tn-1u( z) + Tn w( z) • 
Na deze formele beschouwingen is het plausibel te verwaohten, 
dat onder bepaalde v~orwaarden de functie 
~{z) = u(z) + T u{z) + T2 u(z} + •··• 
• 
een oplossing van de te onderzoeken differentia.alvergelijking voorstalt. 
We zullen deze vraag in de volgende para.graa.f nader be studeren e.n wel 
m.p.v. de ma.;iore . .n:teumethode. Om d·ie m.ethode te ku.nnen toepassen, voeren 
we een :t::J.-s·.1wo opere:tor T+ in, glid•afinieerd dto:r 
T+ v( z) .• (;: / ri el x< zl. - y'_z) Ilf!.l.). IO (,s) v(sl/ ds 
J A I 
~· ~-
§ 2. Stellingen .. 
Hu1:Jl,:~J..li.B,g••Indien in een interval j met eindpunt a de functie 
v(z)t v1(z), v 2(z).~ •• oontinu zijn en de reeksen 
~~,.._ 
r ... ...,_ , \ v,z,' = v 1 ~ 1 L h'~' e:n 
-f, = I 
converge!.'en,. dan is in dc:1,t interval 
:;o 
---""'f 
', L T v1_/z) 
{:-:.:1 
T v( z) = 
~.it~~ Voor elk natuurlijk getal n geld.t immers 
I T v( z) 
,,. 
m }. v( '7. \ ,~ 






,, .. I"' 
---





en bij onbegre:nsd e.a:ngroe::tende n n.ader·~ het la.atste lid tot nul• 
Wij gaan nu de voJ..gende stelli?'lg bewijzen, waarin zowel de ope-
rator T al~ de operator T+ optred.en • 
~t~lliM..1• Zij j een interval met eindpunt a; een der eindpunten of 
beide mogen in het oneindige liggen~ Een in het eindig liggend sind-
:punt wordt naar willekeur wel of ::r..iet tot het interval gerekend. .. Stel 
de in de bekende differentiaalvergelijking voorkomende functie P(z) 
en de in de te onderzoeken differsnt:1.ae.lvergelijking optredende func-• 
tie e ( z) op j continu• Zij u( z) i11 j 00n o:plossiri.g van de bekende 
differen·t.iaalvergelijl\'.:ing met de eige:~u:Jol.1.a:p 1. cJ.at d.e reeks 
( 11) 2 w(z) = u(z) + T u(z) + T u(z) ~-~···· 
' 
waarin T de bij a behorende n:perator voorstGi·~, in een oonvergente 
reeks overgaat~ als de operator T vervange:a. wordt door de corresponde-
rende ()perator ~!+ .. 
In d.at gGva.l oomrergeert in j de in ( 11) voorkome;nde reeks en 
voldoe-t haar eom vcoreerst San de te onderzoeken differen-tiaal.vergelij-
king en geldt bovendien de relatie 
(12) = u(z) + T z) • 
a. tot 
van 
(13) t~''.j,'\i ~}', ~: "I 
"'"'""'"'i ~" 
.s :ten ': 
leke 
j behoort, ia z) de oplossing 
ij de r.Gchr,ppisn 
, over in een 
:ts een monotone f"uno-
a < z <b (waar been wil-
• Dus de som w(z) ia 
in j ec,n cont: nue 
Vol da ste is 
T z) + 
dus 
( 14) z) = u( = u(z) + 
x{iJ .. 





( s) w( s) ds -
·, 
7 
s) ds • 
Het rechterl , dus bet li :rl:i.d is een differentieerbare 
:functie,, wa.::..r•"!.r!::1.11 
w' ( z) 
'Z 
e (s) w(s) ds - Yd!'.l j Y(sJ8<s)w(s)ds 
Q 
vu'~,) ... ., 
+ - -- y( 8 (z) z) - x.lfll Y( z) e ( z) w( z) 6 








w(s) ds - y~zl JY(s)8(s)w(s) 
Q 
l. 
/..e- Y.~(zl f Y(a)8(s) w(a)da 
4 
y( z} e (z) w(z) - l:' Czl Y( z) ( ~) w( z) 
6 
Omdat u, yen Ya.an de bekende differentias.lvergelijking voldoen vin-
den we wegens (4) 
wtt(z) = - P(z) u(z) ... P(z) ir w(z) ... Gcz) w{z) 
Q - ( p ( z) + e ( z) ) w( z) 
waaruit blijkt, dat w(z) 1nderaad a.an de te onderzoeken differentiaal-
vergelijking voldoet• 
Behoort a tot j, dan volgt uii {14) en (15) 
w(e.) = u(a) w1 ( a) = u' ( a.) 
Stelli!lS 2• Stel de voorwae.rden van stalling 1 gelden• Zij verder U(z) 
een van u(z) lineair onafhankelijke oplosain.g van de bekende differen~ 
tiaalvergelijking met de eigensohap, dat de reeks 
2 W( z) = U( z) + T U( z) + T U( z) + • • • • • 
in een convergente reeks overgaat, als•da operator f door de corras-
pondereDd.e operatcr T+ wordt vervangen• Dan zijn w(z) en W(z) twee 
ltneair ona.,,,f'hankelijke oploesingen van de te onderzoeken differen• 
tiaalv~rgelijking• 
~ewijs• La.ten o(en t3twee willekeurige constanten voorstellen• Stel~ 
ling 1, toegepast op «w(z) + (3 W(z) in plaats van w, levert · 
Q{ w(z) + {3 W(z) = 0( u.(z} + (3 U(z) + T} o(w(z) + (.3 il(z) • 
£Ciezen we of. en (?, zodat 0( w( z) + r, W( z) identielt nul :i.s, dan is due 
ook: 0( u( z) + r; U( z) identiek nul • Omdat u e:n U linea:tr one.fhankelijk 
zijn,•is « = {, = O, zod.at w(z) en W(z) eveneens linea.ir onafhankelijk 
zi,-;Jn• 
§3 • pa hoofdstelligs• 
We geven in de volgende stelli?lg •voldoende voorwaarden aan, 
opde.t de.conditiee van stelling 1 gelden• 
• 
Stalling J • Zij j een interval, waarvan a een eindp~t is; een Qf 
meer der eimpU?lten van j mogen in het oneinclige liggen; een ill het 
eitldige gelegen eindpunt van j me.g naar w.illekeur tot j gerekend 1fOr..; · · 
den of niet• . 
... Omer t.f (z) ·en./l (z) veurtaao we twee +'uncties, die in j oontinu.. ·· 
en p.osit1ef zijn~ j\ (e) stelt een monotoon niet a.fne,mend.e funoti& •. ·· ... 
• voor, 1lldi$U •• te beginneXJ. bij .a he, i:nterval ~ . monotoon doorlo~pt• · 
·,( Stel de bekende diffe:rentie.nlvergl:llijking bezi t in j minst1.,ns ee:n 
paar linesir onafl'rn.nkclijke o;lcssingen y( z) en Y( z) n1,!t 
lf ( z) /\ ( z) en 
kl <f (r.)f\ (z) 




'f ( z)/\ ( z)/.p(~_} /\[ s)/f3ts/u_ ( a)/ (( s;z) <1s 
i 
I 8 ( t) l dt 
I3ewij a• Zonder de al~.:-•~me~nheid te sch:J.de:n, kun:nen we aann,;:c:ren, dat a 
linkereindpunt van j is• A1:i.Je=:-o \·er·-ran~;tHl v:.1.a z dcor -z• 
Als ·ve ir:.voer12n 
I y f f:' '\ Y ( zL:. V ( '?,) Y ( S '\ ! D( s, z) = "'~-;.___ /' ..... _,..:. .. ~-~--t- . 
' 4¥~ 
Algemee:a vindt men vnor elk natuurlijk geta.l n 
T! u(z)= J/ .. ·/ 
✓ 
8• 
Indian ten e in j liggen met tis dan geldt 
D(t,s) ';- j z!th Y! s) / + / z! s~ Y!'•l j 
2 
- f 61 
£ 2 
= l.1t 
<f (elf (tl { [\ Ct) /f\s> +/\ Cs) jf'ct> ~ 
'f (s) l.f (t) I\ (s) /(ct) 
wegens de m1J11i:itonie van de functie ./\. : Dus 
Tn u(z) .t. L (0 M J1 (z) ( ( •" "f 
+ . :::. !l:)I" l . ., J ) 
0 ~ s.,. fr"• ~ ~,~z. 
• /i.'(sn) 10 (a1),... 9 (sn) da1 .... dsn 
We ku.nnen hiervoor sohrijven 
T! u( z} ~ 2n -n I..P (z) /\ (z) • fl X( sn) de., 





De integraal in deze laatste integra.a.l is symmetrisch in e ..• sn_1 
en vera.ndert niet bij permute.tie van de (n-1) va1"iabelen; 
(n-1) 1 X( sn) is gelijk a.an een integraal met dezelfde integrand als 
X( sn) doch met a.ls i11.tcgratiegebied de (n-1)-dimensionale ltubus 
. 
an f •n1r1 ~ z; sn ~ sn .... 2~ z; • ••• an~ s1 ~ 2h 
wa.a.ruit vo 
n1 . r,., \ ..,,., 't 
,,.. ' ' 
. ,. 1 •. •.• I 
~>-~J" 




In dat geva.l 
+ 




















( s) ! tJ ( s) u( s) \ da 
:o 
.... ~--.,. 
/ Tn u(z) 
,_ 
e • :neze opmerking ia 
.~ 
. ' 
